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ние под воздействием поля свободного заряда, присутствующего в образцах (по крайней мере, в маг-
нитных жидкостях на основе глицерина и керосина). Проверку выдвинутого предположения плани-
руется провести в последующих исследованиях. 

Таким образом, в работе экспериментально исследовано взаимодействие струй магнитной жид-
кости в электрическом и магнитном полях. Предложен метод расчёта величины плотности форми-
рующегося на поверхности струй заряда, выдвинуто предположение о механизме его формирования. 
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В статье проводится построение, обучение и тестирование искусственной нейронной сети 

(ИНС), предназначенной для определения принадлежности произвольной точки семимерного проективно-
го комплексного пространства 7P   многообразию особых точек первого рода для линейного комплекса 
плоскостей общего типа. Этот комплекс не имеет особых точек второго рода и не допускает вполне 
особых плоскостей. 
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The work describes the construction, training and testing of an artificial neural network (ANN) 
designed for determining whether an arbitrary point a seven-dimensional projective complex space 7P   

belongs to the variety of singular points of the first kind for linear complex of planes of general type. 
This complex does not admit the singular points of the second kind and the completely singular planes. 
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Вычислительные объемы тензорной алгебры в многомерных пространствах настолько велики, 

что ускорение выполнения тензорных операций требует их распараллеливания, например, с помо-
щью искусственных нейронных сетей (НС) [8, 9]. 

В данной работе рассматривается построение НС для автоматизации процесса распознавания 
точек проективного пространства 7P  над полем комплексных чисел для тривекторов общего типа на 
предмет их принадлежности к одному из двух видов: точки общего положения, особые точки 1-го 
рода. Каждому из этих видов точек был присвоен индекс 0 и 1 соответственно (ср. [1, 11, 12, 13]). 

Классификацию тривекторов восьмого ранга (кососимметрических тензоров третьей валентности) 
над полем C  комплексных чисел независимо друг от друга  установили Гуревич  [2]  и Лонго [3, 4]. В осно-
ву классификации Гуревич положил введенные им арифметические инварианты ( 1,2, , )k k sρ = …  и  
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( 1,2,3)i iσ =  и их свойства. Если через 0ρ  обозначить  ранг тривектора W , то при 0 8ρ =  отличны-

ми от нуля могут быть лишь инварианты 1 2 1 2 3, , , ,ρ ρ σ σ σ    Если два тривектора восьмого ранга 

имеют одинаковую арифметическую характеристику ( 0 1 2 1 2 3;ρ ρ ρ σ σ σ ), то они проективно эквива-
лентны, то есть могут быть переведены друг в друга с помощью невырожденных линейных преобра-
зований проективного пространства 7P , в которое может быть помещен тривектор W .  

Классификация линейных комплексов 2K  плоскостей в пространстве 7P , проведенная Лонго 
[3, гл. IV], эквивалентна классификации тривекторов восьмого ранга.  Лонго нашел 13 типов линей-
ных комплексов плоскостей, которые отвечают 13 типам тривекторов, найденным Гуревичем [2]. 

В основе классификации, проведенной Лонго, лежат такие понятия, как особая точка рода h ; 
вполне особое пространство; след комплекса, ассоциированный с особой точкой 2-го рода; особое 
пространство,  ассоциированное с особой точкой 1-го или 2-го рода; особая прямая и др. 

Если тривектор  ijkW
 
свернуть по одному из индексов с произвольной точкой nx P∈% , то полу-

ченный бивектор ij ijV W xα
α=  называется подчиненным тривектору W . 

Пусть  2n m τ= + , где 0τ =   или  1τ =  в зависимости от того, будет n  четным или нечетным. 
Если ранг подчиненного бивектора равен 2( )m h− , где 1 h m≤ ≤ , то точка x%  называется для комплек-
са 2K  особой точкой рода h . Если  h m= , точка x%  является центром комплекса 2K . При  1h =  точку 
x%  называют обыкновенной особой точкой или особой точкой 1-го рода. Если точка x%  не является особой 
рода h , то мы будем называть ее точкой общего положения пространства тривектора  W . 

В частности, для тривекторов восьмого ранга 7n = , 3m = , 1τ = . Следовательно, h  может 
принимать значения лишь 1, 2 или  3. Если погрузить тривектор восьмого ранга в проективное про-
странство 7P , то особых точек третьего рода не будет. Особыми точками данного рода h  будут точки 
алгебраического многообразия (возможно, пустого), уравнения которого получаются приравнивани-
ем нулю миноров данного порядка, полученных из матрицы ( ijV ). Все комплексы плоскостей в про-

странстве 7P  ( 0 8ρ = ) Лонго разбил на три группы: 
– комплекс плоскостей общего типа. Этот комплекс не допускает вполне особых плоскостей; 
– комплекс плоскостей специального типа. Этот комплекс допускает единственную вполне 

особую плоскость, но не допускает особых точек 2-го рода; 
– комплексы плоскостей особых типов. Эти комплексы допускают, по крайней мере, одну 

особую точку 2-го рода.  
Комплексы плоскостей особых типов в свою очередь подразделяются на две категории в зави-

симости от того, имеет след комплекса, ассоциированный с особой точкой 2-го рода, единственный 
центр точку (категория A ) или плоскость множества центров (категория B ).  

Геометрической теории тривекторов посвящены, например, работы         [5–7]. В частности, в 
работе [5] были найдены многообразия особых точек 1-го и 2-го рода  для всех возможных 13 типов 
линейных комплексов плоскостей в пространстве 7P .  

Для комплекса плоскостей общего типа особые точки 1-го рода образуют алгебраическое мно-
гообразие, которое может быть представлено в виде суммы следующих неприводимых над полем 
комплексных чисел многообразий: 

1. Поверхностей, которые могут быть заданы системой уравнений 
1 8 7 2 6 2

4 8 2 7 3 6

5 8 2 2 3 2

( 2 ) 3( ) 3( ) 0,
( 2 ) 3 3 0,
( 2 ) 3( ) 3( ) 0,

x x x x
x x x x x x
x x x x

η
η
η

 + + − =
 + − − =
 + + − =

 

где 82xη ≠ −   и может быть найдено из соотношения 
8 8 2 6 3 7( )( 2 ) 9( )x x x x x xη η− + = + . 
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2. Многообразий, определяемых согласно верхнему и нижнему знакам системами уравнений 
2 3

6 7

2 8 5 6 3 4

1 3 4 6 7 8

,
,

0,
0,

x x
x x
x x x x x x
x x x x x x

 = ±
 =


− + =
 − − =

∓
 

где 062 ≠xx . 
3. Конуса  с точечной вершиной, который определяется системой уравнений 

2 3 6 7

1 5 4 2

0,
( ) 0.

x x x x
x x x

 = = = =


− =
 

Многообразия особых точек носят инвариантный характер и широко используются при построении 
геометрии тривекторов восьмого ранга. Примеры такого построения содержатся в работах [6, 7].  

Для решения задачи распознавания вида точек была выбрана полносвязная НС прямого распростра-
нения с двумя скрытыми слоями, содержащими соответственно 20 и 15 узлов (скрытых нейронов). Входной 
слой сети состоит из 8 нейронов, соответствующих координатам точек. Выходной слой сети состоит из од-
ного нейрона,  выход которого соответствуют указанным выше индексам.  Обучение сети происходит с 
учителем и выполняется с помощью алгоритма обратного распространения ошибки.  

Для получения обучающего и тестирующего множеств была создана программа в среде Lazarus – ин-
тегрированной среде кроссплатформенной разработки приложений в Delphi-подобном окружении [10]. Раз-
работанная программа позволяет генерировать любое количество точек пространства 7P  из заданного диа-
пазона и типа координат этих точек (целые, вещественные, комплексные). В одном из режимов работы про-
грамма формирует те координаты точек, 
которые заранее известны из уравнений 
многообразий особых точек, а остальные 
координаты этих точек формируются 
произвольно генератором псевдослучай-
ных чисел. Проверка на принадлежность 
точек к каждому виду осуществляется 
специальной функцией, отдельной для 
каждого типа линейных комплексов 
плоскостей. Программа генерирует точ-
ки до тех пор, пока не будет получено 
заданное количество точек каждого вида. 
После этого результаты можно сохра-
нить в тестовом файле, а данные из этого 
файла без изменений можно загрузить в 
программный комплекс NeuroSolutions – 
среду для обучения и тестирования вы-
бранной модели нейронной сети.  

Результаты  обучения и тестиро-
вания нейронных сетей в среде NeuroSo-
lutions приведены в таблицах 1 и 2 и 
проиллюстрированы на рисунке. 

Таблица 1  
Результаты тестирования НС на множестве вещественных чисел 

Количество 
примеров 200 400 800 1600 3200 6400 

Точность 
вычислений 

(в %) 
83,471 87,743 89,621 92,815 94,281 94,800 

 
График зависимости точности вычислений от количества  

точек обучающих множеств 
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                     Таблица 2  
Результаты тестирования НС на разных диапазонах вещественных чисел 
Диапазон чисел [–100, 100] [–1000, 1000] 

Точность вычислений (в %) 94,281 93,375 
 
В таблице 1 сравнивается точность работы НС, построенной для точек с вещественными ко-

ординатами из диапазона [–100, 100] в зависимости от количества примеров для каждого подмного-
образия в обучающем множестве. В таблице 2 приведены результаты тестирования НС для вещест-
венных координат точек из разных диапазонов. 

На основании проведенных экспериментов можно сделать следующие выводы: 
1. Для тривекторов общего типа точность вычислений увеличивается с увеличением количе-

ства точек обучающего множества. При этом точность стабилизируется при выборе 3200 обучающих 
примеров на каждое подмногообразие особых точек (см. таблица 1, рисунок). 

2. Разработанная структура НС позволяет получать результаты с высокой точностью из любо-
го диапазона вещественных чисел (см. таблица 2). 

Разработанная структура НС может также применяться для точек с комплексными координа-
тами с той лишь разницей, что количество входных нейронов будет равно 16. 
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