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Исследование двух типов вольтерровских моделей динамики N взаимодействующих популяций 
выявило зависимость поведения модели от выбора управляющих параметров. 
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МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧ ПЕРЕНОСА 

 
Рассматривается нестационарное уравнение переноса примесей в атмосфере и для него выполняется 

построение итерационного вычислительного алгоритма на основе операторов обобщенного дифферен-
цирования функций, соответствующих эмпирическим данным задачи, представляемых сингулярными ин-
тегралами. 
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INTEGRATED REPRESENTATIONS OF FUNCTIONS IN NUMERICAL METHODS  
OF THE SOLUTION OF NON-STATIONARY PROBLEMS OF TRANSFER 

The non-stationary equation of transfer of impurity in the atmosphere is considered and for it creation of it-
erative computing algorithm on the basis of operators of the generalized differentiation of the functions corre-
sponding to empirical data of a task, represented in singular integrals is carried out. 

Keywords: non-stationary equation transfer of impurity in the atmosphere, iterative computing algorithm, 
singular integrals, numerical researches. 

 
В настоящей работе рассматривается нестационарное уравнение переноса примесей в атмосфе-

ре и для него  выполняется построение вычислительного алгоритма на основе операторов обобщен-
ного дифференцирования функций, соответствующих эмпирическим данным задачи, представляемых 
сингулярными интегралами. Подобные операторы также используются в работе для нахождения при-
ближенных решений исходного дифференциального уравнения. В итоге задача сводится к построе-
нию интегрального уравнения Вольтерра второго рода и решается методом последовательных при-
ближений, что приводит к построению соответствующего итерационного алгоритма. 

В ранее опубликованных работах авторов [1, 2] разрабатывались численные методы и алгоритмы 
(итерационные и рекурсивные) для решения нестационарных задач переноса субстанции в природных сре-
дах на основе операторов обобщенного дифференцирования  в случае использования эмпирических дан-
ных. Предлагаемые алгоритмы численного дифференцирования определены вполне корректно на множест-
вах приближенно заданных функций и основаны на их предварительном усреднении (сглаживании) в об-
ласти определения. Вместе с тем в подобных задачах могут быть использованы и более точные аналитиче-
ские методы для построения операторов обобщенного дифференцирования в прикладном анализе. В преде-
лах данной работы предлагается метод построения операторов обобщенного дифференцирования иссле-
дуемых функций на основе их представления соответствующими сингулярными интегралами. Теория син-
гулярных интегралов функций была развита А. Лебегом [3, 4] и использовалась при решении задач теории  
приближения функций [5]. Примерами таких интегралов служат интегралы Дирихле ),( fxDn  в гармони-
ческом анализе, интегралы Пуассона ),( fxPn  в теории гармонических функций и другие. Подобные аппа-
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раты приближения (конструирования) функций могут быть весьма эффективными не только в построении 
обобщенных аппроксимационных полиномов, но и при нахождении приближенных решений дифференци-
альных уравнений при введении в них приближенных данных (тоже – не дифференцируемых функций). 
Соответствующие пояснения ниже будут даваться на примере решения полуэмпирического уравнения тур-
булентной диффузии, связанного с задачей прогноза пространственно-временной изменчивости поля кон-
центрации загрязняющих веществ в пограничном слое атмосферы.  Упомянутое уравнение имеет вид: 

                              ),()),(()),(()( txSutxV
xx

utxK
x

ut
t
u

+
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=+
∂
∂

α ,                                     (1) 

в котором функции ),( txV   и ),( txK  характеризуют состояние реальной среды и задаются приближенно в 
пределах погрешности σ . В соответствии с этим для приближенных данных в задаче (1) будем использо-
вать обозначение { }),(),,(( txKtxVB σσσ = . Напомним, что функция ),( txV  определяет  поле скорости вет-
ра в пределах области ],[],[ 0 Ttbatx ×=Ω×Ω=Ω , ),( txK – поле коэффициента турбулентной диффузии, и 

),( txu  – поле концентрации контролируемых загрязнений. Функциональное уравнение (1), связывающее 
),( txV  и ),( txK  с искомой функцией ),( txu , определено в полной мере в соответствии с теоремами су-

ществования решений уравнений параболического типа, если функции ),( txV  и ),( txK дифференцируемы 
в каждой точке Ω∈),( tx . В соответствии с последним можно писать )(, 1 Ω∈CKV . В этом случае альтер-
нативой множеству σB служит множество { } )(),,(),,(( 1000 Ω⊂= CtxKtxVB . Что же касается аналитиче-
ских свойств ),( txVσ  и ),( txKσ , то далее делаем предположение, что они в лучшем случае интегрируемые 
функции и значит, )(Ω⊂ ∑CBσ . Без ограничения общности считаем )(1 Ω⊂ LBσ . С учетом сделанных 
замечаний функциональную модель (1) следует заменить новой моделью, которая бы была определенной на 

множестве данных σB . Последнее достигается заменой оператора обычного дифференцирования 
x

Dx ∂
∂

=  

так называемым «обобщенным» аналогом xD~ , который распространяется на функции из класса )(Ω∑С . 
Прежде чем показать как это можно сделать на примере (1), запишем это уравнение в операторной 
форме, а именно    

                                          ),(),,)(()( txSutxJDut
t
u

x +−=+
∂
∂

α ,                                                (2) 

где    
     ),)()(,(),(),,( txuDtxKutxVutxJ x−= ),)((),)()),(),((( txQutxuDtxKItxV x =−= .                    (3) 
Теперь обратимся к аппарату представления суммируемых функций )()( Ω∈ ∑Cxf  их сингу-

лярными интегралами, о которых упоминалось выше в вводной части работы. В соответствии с тео-
ремами Лебега о сингулярных интегралах функций [3], существует также последовательность ядер 
{ ( , )} ( 1, 2...)nK x x n′ =  интегральных операторов nK , определенных на )( xС Ω∑ , что для всякой 

функции  )()( xСxf Ω∈ ∑  имеют место соотношения:  
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                                             (4)  

в каждой точке xx Ω∈ . 
Выражение (4) следует считать определением понятия «сингулярный интеграл» функции )(xf  

в точке xx Ω∈ . Важно подчеркнуть в излагаемой здесь теории, что если ядро )},({ xxKn ′  интеграль-
ного преобразования nn ffK →:  непрерывно и ограничено в области xx Ω×Ω , то  функции в после-
довательности )}({ xfn  непрерывны, в то время как исходная функция )(xf  всего лишь интегрируе-
ма на xΩ . Таким образом, предельный элемент последовательности { })(xfn  может и не принадле-
жать классу )( xС Ω . Последнее замечание очень важно в понимании содержательного смысла пред-
лагаемого подхода и его возможностей в прикладном анализе. 
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Полагаем далее, что исследуемая функция )(xf  имеет в точке x  производную )(xf ′ , которая 
как минимум интегрируема на отрезке ],[ bax =Ω . В этой ситуации по аналогии с (4) пишем   

                                
( , ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

lim( ) ( ) ( ) ( )( ).

b

n n n
a

nn

K x x f x dx K f x f x

f x f x Df x
→∞


′ ′ ′ ′ ′ ′= =


 ′ ′= =

∫                                        (5) 

Все, что говорилось выше о свойствах последовательности { })(xfn , в полной мере касается по-
следовательности { })()( xf n′  и ее отношению к )(xf ′  в точке xx Ω∈ . Если теперь допустить, что ядро 

),( xxKn ′  дифференцируемо по указанным переменным, то применяя формулу интегрирования по 
частям к интегралу (5), получим выражение: 

                                    ∫ ′=+′′′
b

a
nnxn xffxdxxfxxK )()(),()(),(, ψ ,                                          (6) 

где введено обозначение 
ax
bx

xfxxKfx nn =′
=′

′′= )(),(),(ψ . При выводе (6) использованы условия 

),(),( ,, xxKxxK xnxn ′′−=′′ ′ , которые являются, в свою очередь, следствием соотношений 

)(),( xxKxxK nn ′−=′  и 0)( →′− xxKn  при ∞→′− xx  для всех n . Для упрощения выражений да-
лее полагаем, что 0)()( == bfaf  и поэтому 0),( ≡fxnψ  для ],[ bax ∈∀ . Поскольку в соответствии 
с (5) последовательность { })()( xf n′  сходится к )(xf ′ , то с учетом (6) можно утверждать, что ин-
тегральный оператор )( nxKD  с ядром ),(, xxK xn ′′  осуществляет преобразование )(Dff →  для ка-
ждой пары ),( xn  по мере увеличения n . Это преобразование можно принять в качестве операто-
ра  обобщенного дифференцирования )(xf , определенной на xΩ . В дальнейшем для него будем 
использовать обозначение nxnx DKD ,

~)( = , ассоциируя его с парой переменных  ),( xn . Для функ-

ции )(xf , имеющих производную )(xf ′  в каждой точке xx Ω∈ , последовательность операторов 

nxD ,
~  имеет предельным элементом оператор 

x
Dx ∂

∂
=  обычного дифференцирования. Ясно, что 

сходимость в данном случае понимается в слабом смысле, поскольку именно этот  тип сходимо-
сти присущ предельным соотношениям в (4) и (5). Если )(xf  не является дифференцируемой в 
точке xx Ω∈ , то значение функционала ))(~( , xfD nx  следует понимать как меру изменчивости 
(гладкости) )(xf  в окрестности точки x .  

Располагая оператором nxD ,
~  как обобщенным аналогом оператора xD , обратимся к уравнению 

(2). Оставляя в стороне вопрос о надлежащем выборе последовательности )},({ xxKn ′  для оператора 

nxD ,
~ , с учетом особенностей решаемой задачи (это вопрос специального исследования), в качестве 
примера рассмотрим последовательность функций: 
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где d  – некий произвольный параметр 0>d  и ),(),( +∞−∞∈′xx . В теории сингулярных интегралов 
функций подобное ядро называется ядром Вейерштрасса (Гаусса). Основные свойства этого ядра ха-
рактеризуются следующими соотношениями: 

                                             ∫
+∞

∞−
∞→

=′′ 1),(lim xdxxWnn
,                                                                (8) 

,0),(),,(),( ,, >′′′−=′′ ′ xxWxxWxxW nxnxn   

0)(),( →′−=′ xxWxxW nn   при ∞→′− xx .  
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Для приложений, связанных с приближенными вычислениями либо приближенным характером 

функциональных уравнений, удобно ввести параметр 
n
d

=τ )10( << τ , что позволяет параметризо-

вать задачу и представить (7) в виде: 
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1),(

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=′ τ
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τπ

xx

exxW .                                                           (9) 

В соответствии с этим оператор обобщенного дифференцирования по координате x  будем обо-
значать через  )(~

, ττ WDD xx = . Напомним, что τ,
~

xD  является интегральным оператором и формально 
определяется выражением: 

                                   ∫
Ω

′′′=
x

xdxfxxWDxfWD xx )(),)(())()(( ττ ,                                          (10) 

где )( xСf Ω∑∈ . В вычислительных задачах оператор τ,
~

xD  реализуется на основе квадратур для 

каждой пары ),( τx , где ],[ bax ∈  и (0, 1)τ ∈ . 

Заменяя в (3) оператор xD  на τ,
~

xD , приходим к новому обобщенному оператору задачи, а именно 

                                        ]~),(),([~~
,, τττ xx DtxKItxVDQ −= o ,                                                 (11) 

который теперь по построению вполне определен на множестве возможных решений )(ΩU  на мно-
жестве исходных данных σB . В итоге исходное уравнение (2) записывается следующим образом: 

                                                   ),(),)(~()( txStxuQutu +−=+ τα&  ,                                                (12) 

где 
τ

Q~  – линейный ограниченный оператор  при  )10( << τ . Если считать, что )(),(0 Ω∈Utxu  и яв-
ляется единственным (точным) решением уравнения (1), то теперь необходимы определенные гарантии 
того, что величина 

)(0
1

),(),(
Ω

−
L

xutxu ττ  будет сколь-угодно малой при малых значениях параметров 

στ , . Доказательство справедливости подобного утверждения естественно основано на предельном от-

ношении xx DD →τ,
~

 при +→ 0τ  с одной стороны, и факта существования сходящейся последователь-

ности { }),( txuτ  решений уравнения (12), с другой стороны. Дадим краткие пояснения, касающиеся воз-
можности построения решающего алгоритма для интегро-дифференциального уравнения (12), считая 
оператор 

τ
Q~  вполне непрерывным  и ограниченным в классе )(1 ΩL . Исходя из этого предположения, 

для решения ),( txu  уравнения (12) можно записать следующее интегральное представление:  
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где 
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Выражение (13) представляет собой интегральное уравнение  Вольтера  второго рода и, как из-
вестно, решается методом последовательных приближений по следующей итерационной схеме: 

                          
0

( ) ( 1)( , ) ( , )( )( , ) ( , ), 1, 2...
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u x t K t t Q u x t dt S x tν ν
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начиная с ),(),()0( txStxu = . Сходимость последовательности приближенных решений { }),()( txu ν  
требует выполнения следующих условий [1, 2]: 

                                      ν
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νν

ν
]~[

!
1

)(

)0,1(
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111 ΩΩΩ

− ∆⋅≤∆
LLL

uQu ,                                        (15) 

где обозначено ),(),(),)(( )1()()1,( txutxutxu −− −=∆ νννν . 
Ясно, что если существуют такие положительные числа 21 , AA  ( ), 21 ∞<AA , что  

1)(1

~ AQ
L

≤
Ωτ  и 2)(

)0,1(

1
Au

L
≤∆

Ω
 для выбранных значений исходных данных в задаче, то условие (15) 

выполняется при ∞→ν . Таким образом, итерационный процесс (14)  сходится и  остается надлежащим 
образом выбрать значение параметра τ  с учетом погрешности  и ее характера в исходных данных σB . 
Подобные задачи решаются методом предварительного вычислительного эксперимента  [1, 2, 6]. 

Представление о влиянии значений параметра τ на норму оператора τQ~  можно получить, ис-

ходя из соответствующей зависимости нормы оператора обобщенного дифференцирования τ,
~

xD . 
Имеет место следующая оценка: 

                                         )0(2~
)(, >≤

Ω
τ

τπ
τ

xCxD ,                                                   (16) 

при ),( +∞−∞=Ω x  и ядре (9). 

Оценка (16) явно напоминает о наличии особенностей в ядре ),)(( xxKDx ′τ  интегрального 

оператора τ,
~

xD . Эти особенности лежат в окрестности диагонали ядра xx ′=   и при вычислении ин-
тегралов обходятся отбрасыванием соответствующей области, как это делается в теории потенциа-
лов. Речь идет о введении области интегрирования  { }µµ ≥′−Ω∈′=Ω xxx xx, , где 0>µ  доста-

точно малое число. В контексте рассматриваемой задачи можно внести ограничение типа: 
                                              

xxxx
xx

Ω×Ω∈′

≥′−
),(

)(min σµ ,                                                            (17) 

где 0)( →σµ  при 0→σ . В связи с этим практический интерес представляет неравенство 
)(min σµ≥I . Возможны и иные соотношения качественного характера между параметрами тех вы-

числительных моделей для задачи (1), которые могут быть предложены в рамках изложенной теории. 
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