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метров αγβ ,,  осуществляется с учетом эффективности итерационных схем (15) на множестве ис-
ходных данных σB . Построение и исследование изложенного выше итерационного алгоритма для 
нестационарного уравнения переноса ранее осуществлялось в работах авторов [1, 5]. 
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Общий вид вольтерровских моделей динамики n взаимодействующих популяций таков: 









+= ∑

=

n

j
jijii

i UaaU
dt

dU
1

,     (1) 

где  ia – скорость естественного прироста (смертности) i-го вида в отсутствие остальных; 

ija – влияние j-го вида на i-й вид. 
В данной статье проводится исследование устойчивости на примере  некоторых част-

ных случаев модели (1). 
Рассмотрим вольтерровскую модель взаимодействия 2-х разных популяций, т. е. сис-

тему из 2-х уравнений: 
                                             2
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1 *UaUUaUa

dt
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++= ,          (2)                                             
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В зависимости от выбора коэффициентов ia , ija  модель (2) может принадлежать одному из 
следующих типов: симбиоз ( 0, 2112 >aa ), комменсализм ( 0,0 2112 => aa ), хищник-жертва 
( 0,0 2112 <> aa ), аменсализм ( 0,0 2112 <= aa ), конкуренция ( 0, 2112 <aa ), нейтрализм  ( 0, 2112 =aa ) [1]. 
Перепишем систему (2) в виде: 

                                              )*( 11121211
1 UaUaaU

dt
dU

++= ,          (3)                                         

)*( 22212122
2 UaUaaU

dt
dU

++= . 

Эта система имеет 4 стационарных точки: 
1. 021 == UU . 

2. 0, 2
11

1
1 =−= U

a
aU . 

3. 
22

2
21 ,0

a
aUU −== . 

4. 
21122211

221122
1 aaaa

aaaaU
−
−

= ,  
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211112
2 aaaa

aaaaU
−
−

−= . 

Исследуем эти точки на устойчивость. 
1. Рассмотрим нулевое решение 021 == UU . 
Характеристическое уравнение имеет вид: 

0)( 2121
2 =+−−+ aaaaλλ . 

Его корни 11 a=λ , 22 a=λ . 
Коэффициенты  1a  и 2a  – действительные числа. Если 1a , 2a  <0, тогда данная особая 

точка  – устойчивый узел. Если 1a , 2a  >0, тогда данная особая точка  – неустойчивый узел. 
Если 1a , 2a  разных знаков, тогда данная особая точка  – седло (неустойчива). 

На бифуркационной диаграмме с осью абсцисс 1a  и осью ординат 2a  ситуация такова: 
в квадранте I  наблюдается неустойчивый узел, во II и IV седло, в III – устойчивый узел.  

2. Точки  0, 2
11

1
1 =−= U

a
aU  и 

22

2
21 ,0

a
aUU −==  исследуем на примере  точки  

0, 2
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1 =−= U

a
aU . 

Исследуем устойчивость этого стационарного состояния методом Ляпунова [2]. Введем 
новую переменную ξ, характеризующую отклонение переменной 1U  от нулевого состояния: 
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Линеаризованная система в новых переменных имеет вид: 
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имеет корни: 

11 a−=λ ;  
11

211112
2 a

aaaa −
=λ . 

Характер этой особой точки зависит от выбора параметров ia  и ija . 
Условием устойчивости данного состояния равновесия  является наличие отрицатель-

ной  действительной части корней 1λ  и 2λ . Так как в модели все параметры ia  и ija    – дей-
ствительные числа, то видно, что 1λ  и 2λ  тоже будут действительными. Значит, состояние 
будет устойчиво в том случае, если:  

01 <− a  и 0
11

211112 <
−

a
aaaa

. 

Необходимо выяснить, при каких параметрах  ia  и ija  это будет выполняться. Очевид-
но, что 1a  должно быть больше нуля: 01 >a .  

Обозначим 
11

211112
1 )(

a
aaaaa −

=σ . Для устойчивости должно соблюдаться 0)( 1 <aσ . 

На бифуркационной диаграмме с осью абсцисс 1a  и осью ординат σ ситуация такова: в 
квадрантах I и III наблюдается седло, во II – неустойчивый узел, в IV – устойчивый узел.  

3. Рассмотрим особую точку 
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= ,  
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−
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Также исследуем устойчивость этого стационарного состояния методом Ляпунова. 
Введем новые переменные ξ, η,  характеризующие отклонения переменных 1U  и 2U от нуле-
вого состояния. 

Линеаризованная система в новых переменных примет вид: 
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Ее характеристическое уравнение имеет вид: 
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Для их поиска корней этого уравнения воспользуемся пакетом Mathcad, получим: 
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Если 0<r , корни  1λ  и 2λ  комплексно сопряженные. В этом случае точка 
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−=  является фокусом (устойчивым или неустойчивым). Условием устойчивости 

этой особой точки будет отрицательность действительной части корней 1λ  и 2λ , т. е. 
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Если 0>r , корни  1λ  и 2λ  действительные. Условием  устойчивости будет отрицательность 
обоих корней.  

Для достижения устойчивости модели (2) необходимо подобрать такие  коэффициенты ia  и 

ija , при которых вышеуказанные условия будут выполняться. 
Далее рассмотрим следующий вид вольтеровской модели – модель выбора единого генетиче-

ского кода. Она описывается системой: 

                                     Ua
N

ij
U jU iU i

dt
dU i

i
2−∑

≠
−=  ,                  (4)                                        

где U i (U j ) – концентрация объектов i-го (j-го) типа, t – время; первый член описывает репродук-

цию, второй – антагонистическое взаимодействие разных объектов, третий – эффект «тесноты»,  т. е. 
конкуренцию одинаковых объектов. Такая модель называется моделью репродукции ДНК.  

Исследуем модель для N-мерного случая (N ≥ 4). 
Эта система имеет N2  стационарных точек, которые получаются, если приравнять все уравне-

ния системы (4) к нулю и которые можно объединить в 7 групп: 
1.  1 2 3 ... 0NU U U U= = = = = . Эта точка – неустойчивый узел. 

2. Вторую группу стационарных точек  объединяет  свойство: одна координата 
a

U i
1

= , осталь-

ные 0J =U , ( ji ≠ ). 
3. Третья группа стационарных точек имеет координаты вида: 
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4. Четвертая  группа точек имеет координаты: 
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5.  N точек пятой группы имеют координаты, в которых одно значение 0=iU , остальные 

2
1

J −+
=

Na
U , ( ji ≠ ). 

6. И, единственная стационарная точка со всеми ненулевыми координатами:  
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Во всех стационарных точках,  кроме точки (5), система  (4) неустойчива. Исследуем устойчи-
вость стационарного состояния (5) методом Ляпунова. Корни характеристического уравнения 
имеют вид: 
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Характер особой точки (5) зависит от выбора параметра a . 
Если 10 << a , то корни Nλλλλ ,...,,, 321  разных знаков. Значит, при 10 << a   

1
1

1 −+
=

Na
U ; 

1
1

2 −+
=

Na
U ; 

1
1

3 −+
=

Na
U ;…;  

1
1

−+
=

Na
U N  – седло. 

Если 1>a , то все корни Nλλλλ ,...,,, 321 <0. Следовательно, при 1>a  особая т  
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U N   – устойчивый узел. 

Это справедливо для любой размерности модели репродукции ДНК. 
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Исследование двух типов вольтерровских моделей динамики N взаимодействующих популяций 
выявило зависимость поведения модели от выбора управляющих параметров. 
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Рассматривается нестационарное уравнение переноса примесей в атмосфере и для него выполняется 

построение итерационного вычислительного алгоритма на основе операторов обобщенного дифферен-
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sponding to empirical data of a task, represented in singular integrals is carried out. 
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В настоящей работе рассматривается нестационарное уравнение переноса примесей в атмосфе-

ре и для него  выполняется построение вычислительного алгоритма на основе операторов обобщен-
ного дифференцирования функций, соответствующих эмпирическим данным задачи, представляемых 
сингулярными интегралами. Подобные операторы также используются в работе для нахождения при-
ближенных решений исходного дифференциального уравнения. В итоге задача сводится к построе-
нию интегрального уравнения Вольтерра второго рода и решается методом последовательных при-
ближений, что приводит к построению соответствующего итерационного алгоритма. 

В ранее опубликованных работах авторов [1, 2] разрабатывались численные методы и алгоритмы 
(итерационные и рекурсивные) для решения нестационарных задач переноса субстанции в природных сре-
дах на основе операторов обобщенного дифференцирования  в случае использования эмпирических дан-
ных. Предлагаемые алгоритмы численного дифференцирования определены вполне корректно на множест-
вах приближенно заданных функций и основаны на их предварительном усреднении (сглаживании) в об-
ласти определения. Вместе с тем в подобных задачах могут быть использованы и более точные аналитиче-
ские методы для построения операторов обобщенного дифференцирования в прикладном анализе. В преде-
лах данной работы предлагается метод построения операторов обобщенного дифференцирования иссле-
дуемых функций на основе их представления соответствующими сингулярными интегралами. Теория син-
гулярных интегралов функций была развита А. Лебегом [3, 4] и использовалась при решении задач теории  
приближения функций [5]. Примерами таких интегралов служат интегралы Дирихле ),( fxDn  в гармони-
ческом анализе, интегралы Пуассона ),( fxPn  в теории гармонических функций и другие. Подобные аппа-


