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Результаты численного исследования скорости сходимости данного качественного метода при-
ведены в таблице 1, анализ которых показывает, что представленный в работе итерационный метод 
при выбранных исходных данных обладает не очень высокой скоростью сходимости. Однако это не 
уменьшает его значимости, поскольку приближенное качественное решение q~ , полученное в резуль-
тате проведенных расчетов, может быть использовано в виде исходных данных в работе других более 
точных алгоритмов.  
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Представленная работа продолжает исследование авторов по разработке численных методов и 

программного обеспечения информационно-измерительных систем оперативного прогноза пространст-
венно-временной изменчивости поля концентрации загрязняющих веществ в пограничном слое атмосфе-
ры [1, 2, 3]. Построение соответствующих алгоритмов во многом связано с приближенными решениями 
уравнения переноса субстанции в атмосфере, которое в простейшем виде записывается так: 
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где функции ),( txV , ),( txK , )(tα  и ),( txS , определенные в области ],[],[ 0 Ttbatx ×=Ω×Ω=Ω , 

считаются заданными, а ),( txu  – концентрация контролируемой субстанции – подлежит определению. 
Особенностью задач мониторинга реальных сред и прогнозирования пространственно-

временной изменчивости их характеристик является необходимость привлечения в той или иной 
форме эмпирических данных, и так называемых «полуэмпирических» формул, описывающих при-
ближенно возможные функциональные зависимости между указанными выше функциями. В частно-
сти, в случае диффузного переноса (1) вполне могут быть использованы зависимости между значе-
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ниями поля коэффициента турбулентности диффузии ),,,( tzyxK  и компонентами скорости ветра 

),,,( tzyxV  в пограничном слое атмосферы [2]. 

Введение в модель переноса (1) приближенно заданных функций, скажем, ),(~ txV  и ),(~ txK , 
приводит к известным затруднениям при вычислениях, в которых требуется значение их производ-
ных. Подобные проблемы в практике вычислений получили название проблемы «усвоения» эмпири-
ческих данных в вычислительных моделях алгоритмов, создаваемых на основе дифференциальных 
уравнений. Существо затруднений можно пояснить следующими формальными построениями. До-
пустим, что ),( txV  представлено в вычислениях своим так называемым σ -приближением, т. е. 
функцией ),( txVσ , такой, что выполняется следующее неравенство 

0 0( , ) ( , ) ( , )V x t V x t V x tσ σ− ≤ ,                                                   (2) 

где σ  – достаточно малое число )0( >σ , а  ),(0 txV  гипотетически «точное» значение поля в точке 
Ω∈),( tx . Функция ),( txVσ  формально не дифференцируема, если в качестве оператора дифферен-

цирования использовать 
dx
dD = . Практически последнее означает, что при 0→σ  величина 

0DVDV −σ   может быть сколь угодно большой,  в то время  как левая часть (2) ведет себя при таких же 
условиях вполне регулярно. Применительно к уравнению (1) можно говорить, что оператор «обычного» 

дифференцирования 
dx
dD =  не определен на множестве приближенных данных ( ){ }σσσ KVB ,= . Пре-

одолеть данную трудность можно путем построения так называемого  «оператора» обобщенного диффе-
ренцирования xD~  с учетом функций из множества σB . Соответствующие подходы в прикладном анализе 
известны и основаны на возможных интегральных соотношениях между дифференцируемой функцией 

)(xf , ],[ bax ∈  и ее производной )(xf ′ . Наиболее простым примером служит соотношение: 

.)()()( afxfxdxf
x

a
−=′∫ ′′                                                           (3) 

Выражение (3) определяет некий интегральный оператор ffK →′: , где )(1 xCf Ω∈ . Исполь-
зуя это выражение, можно построить следующий вариант оператора обобщенного дифференцирования: 

( ) ( ) .)()()(~ 1 xfFKxfD −= αα
)

                                                         (4) 

В основе определения (4) лежат следующие соотношения (алгоритм численного построения Dα
% ): 
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Подробное изложение построения оператора αD~ , определяемого соотношениями (5) – (8) на основе 
(3), можно найти в работах авторов [3]. Использование в схеме вычислений обобщенного оператора обрат-
ного 1−

αK  для исходного интегрального оператора K
)

 в (5) делает оператор αD~  устойчивым на множестве 

приближенных данных. Иными словами, функции ( ) ),(~
, txVDx σα  и ( ) ),(~

, txKDx σα  вполне определе-

ны на множестве σB . Выбор параметра регуляризации α  )0( >α  в (8) осуществляется согласно методи-
кам применяемым при обобщенной инверсии операторов в некорректно поставленных задачах [4] в зави-
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симости от значения коэффициента σ , характеризующего меру неопределенности в исходных данных 
( )σσ KV , . Нетрудно доказать справедливость следующего предельного соотношения: 

( ) ( ) )()(~lim 0

0
0

xfDxfD =
→
→

σα

σ
α

,                                                     (9) 

для всех x  из интервала ],[ ba , в которых )(0 xf  имеет обычную производную )(xf ′ . Соотношение (9) оп-
ределяет содержательный смысл используемого в работе термина «оператор обобщенного дифференцирова-
ния». В качестве исходного функционального класса, которому могут принадлежать функции ( ),f xσ  диф-
ференцируемые в обобщенном смысле, примем )( xC Ω∑  (то же без ограничения общности )(1 xL Ω ).  

В рамках вышеизложенного подхода, связанного с введением оператора α,
~

xD , вместо  

dx
dDx = , исходное уравнение (1) можно заменить эквивалентным ему приближенным аналогом 
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σααα o  ,                               (10) 

где оператор )(
~

σαQ
 
определен на σB   и имеет выражение: 

ασσσα ,)(
~),(),(~

xDtxKItxVQ −=   .                                        (11) 
Решением операторного уравнения (10) являются параметризированные (регуляризованные) после-
довательности функций: 

 { } )00)(,0(),()( →→> σσαασα приtxu . 
Заметим, что уравнение вида SLuutu +=+ )(α&  вполне разрешимо, если оператор L  вполне непре-
рывен, что вытекает из теории существования решения для уравнения параболического типа. В кон-
тексте изложенной здесь теории, предназначенной для численного решения прикладных задач, важ-
ным является следующее утверждение. 

Теорема: Последовательность регуляризованных решений ),()( txu σα  уравнения (10) сходится к реше-

нию уравнения (1) ),(0 txu  при 0→α  ( 0,0)( →→ σσα ) в метрике, индуцируемой нормой )(1 ΩL , т. е. 

1
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u x t u x tα σ
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Ω→
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− =  .                                      (12) 

Приведем вариант краткого обоснования справедливости этого утверждения, в большой мере ориентиро-
ванного на содержательную сторону соответствующих вычислительных алгоритмов. Операторное урав-
нение (10) позволяет записать следующее интегральное представление для искомой функции: 
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x +′′′−= ∫ σαασα o  ,                             (13) 
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Выражение (13) можно положить в основу итерационной схемы для определения последовательности 
приближенных решений 

{ } ...),2,1(),()(
)( =vtxu v

σα . 
Как обычно, для линейных интегральных уравнений Вольтерра второго рода в качестве нулевого 
приближения выбирается 

),(),()0(
)( txStxu =σα . 
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Соответствующая итерационная схема имеет вид: 

( )( ) ),(),(~~),(),(
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)1(
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)(
)( txStdtxuQDttKtxu

t

t
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v +∫ ′′′−= −ν
σαασα o  .                  (15) 

Для исследования сходимости подобных вычислительных процессов требуется надлежащий выбор 
норм для уклонений вида ( ) ),(),(),( )1()()1,( txutxutxu vvvv −− −=∆  в точках .),( txtx Ω×Ω=Ω∈  Исхо-
дя из представления (13), искомую функцию ),()( txu σα  по переменной tt Ω∈  можно считать не-
прерывной и построить для нее sup-норму. Для характеризации указанных выше уклонений по пере-
менным xx Ω∈  с учетом того, что говорилось выше об области определения оператора α,

~
xD  , ис-

пользуем норму в )(1 xL Ω . С учетом этих замечаний имеем: 
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Используя выражение (15), приходим к следующему неравенству: 
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Поскольку 1),(0 ≤′< ttK  при всех tttt ′Ω×Ω∈′),( , то 
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Исходя из определения нормы ограниченного оператора, скажем A , определенного на U , а именно, 

u
Au

A
Uu

sup
∈

= , последнее неравенство можно представить в виде: 
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Поскольку правая часть выражения (19) представляется в виде  интеграла tdttB
t

t

vv ′′′∫ −−

0

)()( )2,1(ϕ , то 

для его вычисления может быть использована стандартная формула, а именно 
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В итоге, используя прием последовательной подстановки, получим оценку 
ν

σαα











′′∆⋅∫ ′≤∆

ΩΩΩ
− tdtutQD

v
tu

xxx L

t

t LxL
vv )()(~~

!
1)(

)(
)0,1(

)()(,)(
)1,(

10 11
o ,                (21) 
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При переходе от (21) к (22) использовано очевидное соотношение 
)()()( 11

)(
ΩΩΩ

≤
LCL

t
x

t ϕϕ .   Нера-

венство (22) позволяет утверждать, что условие  AQDx ≤)(,
~~

σαα o , где A  любое конечное число 
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0
)(

)1,(

1
→∆

Ω

−

L

vv u  при ∞→v . То, что последовательность приближенных решений ),()(
)( txu v

σα  схо-

дится в каждой точке Ω∈),( tx  при v → ∞ , то ее можно рассматривать как необходимое условие 
для выполнения (12), т.е. предельного соотношения: 

1

( )
( ) 0 ( )0

( , ) 0lim v

L
v

u u x tα σα Ω→
→∞

− = .                                                     (23) 

В заключение остается заметить, что введенный выше оператор обобщенного дифференциро-
вания α,

~
xD  является ограниченным и вполне непрерывным при 0>α . Последнее влечет ограни-

ченность и непрерывность оператора )(
~

σαQ , как определяющего оператора модели (10).  

Для того чтобы дать более наглядное представление об операторе )~~( )(, σαα QDx o , в итерацион-
ной схеме (15) прибегнем к методам качественного анализа в пределах изложенной выше теории.  

С этой целью исходную модель (1) представим в параметризованной форме [1],  а именно 

( )( ) ( , ) ( , ) ( , ),u ut u K x t V x t u S x t
t x x x
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2
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L
K

=β ,   
L

TVmax=γ ,   STS ⋅= ,  abL −= . 

Безразмерные коэффициенты β  и γ  можно рассматривать как параметры функциональной 
модели (24). В определенной степени они характеризуют меру функциональной зависимости искомо-
го решения u  от исходных данных { }),( KV   при прочих равных условиях. С учетом проведенной 
нормировки оператор )(

~
σαQ  примет вид: 

.~),(),(~
,)( ασσσα βγ xDtxKItxVQ

))))))
−=                                             (25) 

Поскольку 1, 1V K= =
)) )

, то используя известное неравенство в теории норм, а именно, 

,212121 υυυυυυ +≤−<−  
где 21, υυ  любые отличные друг от друга элементы рассматриваемого нормированного пространст-
ва, придем к следующей оценке для нормы оператора (25): 

( )ασαα βγβγ ,)(,
~~~

xx DQD +<<− .                                              (26) 

С учетом того, что ( ) ( )σαασαα QDQD xx
~~~~

,, ⋅≤o , остается указать на возможную зависимость α,
~

xD  

от параметра регуляризации α .  В работе [1] показано, что для обобщенного обратного оператора (4) 
справедлива оценка: 

α
α

+
<−

2
1

K

K
K .        (27) 

Поскольку для оператора K, определяемого интегралом (5), 

2
3

)1,0(2
≤LK ,       (28) 

то окончательно имеем 

αα +
⋅≤

Ω 1
1

3
2~

)(,
2 xLxD  ,   )0( >α .                                             (29) 

Остается напомнить, что надлежащее значение параметра α  определяется в значительной сте-
пени значением параметра σ , характеризующего меру неопределенности в исходных данных σB . 
Соотношения (26) и (29) дают представление о роли параметров γβ ,  и α  в регуляризации модели 
(10), эквивалентной в обобщенном смысле исходной задаче (1). Вопросы оптимизации выбора пара-
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метров αγβ ,,  осуществляется с учетом эффективности итерационных схем (15) на множестве ис-
ходных данных σB . Построение и исследование изложенного выше итерационного алгоритма для 
нестационарного уравнения переноса ранее осуществлялось в работах авторов [1, 5]. 
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Приведены результаты исследования устойчивости на примере  некоторых частных случаев модели 
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Общий вид вольтерровских моделей динамики n взаимодействующих популяций таков: 


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i UaaU
dt
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,     (1) 

где  ia – скорость естественного прироста (смертности) i-го вида в отсутствие остальных; 

ija – влияние j-го вида на i-й вид. 
В данной статье проводится исследование устойчивости на примере  некоторых част-

ных случаев модели (1). 
Рассмотрим вольтерровскую модель взаимодействия 2-х разных популяций, т. е. сис-

тему из 2-х уравнений: 
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